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the change of the conjugation conditions from gap to negative allowance, caused by the influence of contact 
surfaces thermal deformation. So the absence of the air gap between the front surfaces of shaft and sleeve 
caused the absence of sharp temperature gradients in the places of their fitting. 
Conclusions 
The new more correct mathematical model that could be used for the shaft and sleeve thermoelastic-
ity problems solution has been successfully created. This model is based on the three-dimentional finite ele-
ments of hexagon type usage. The fields of displacement and temperatures on the details contacting surfaces 
have also been obtained. It has also been established that the conjugation conditions in such type of subas-
semblies are changed from the gap to negative allowance type due to the heat extension of material. On the 
base of this mathematical model the thermal stress-strained state of such structures, widely used in marine 
engine building, could also be investigated. 
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УДК 539.375 
ЧАСТИЧНОЕ ЗАКРЫТИЕ 
ПРЯМОЛИНЕЙНЫХ ТРЕЩИН СО 
СВЯЗЯМИ В СТРИНГЕРНОЙ ПЛАСТИНЕ С 
ОТВЕРСТИЕМ  
Досліджується підкріплена стрингерами пружна ізотропна плас-
тина, що має круговий отвір, з якого виходять прямолінійні трі-
щини зі зв'язками між берегами. Розглянуто випадок часткового 
закриття тріщин. Для визначення параметрів, що характеризу-
ють закриття тріщин, отримано сингулярне інтегральне рівнян-
ня, яке за допомогою процедури алгебраізації зведене до скінченної 
нелінійної алгебраїчної системи. Розв’язуючи алгебраїчну систему 
методом послідовних наближень, знайдені сили зчеплення в 
зв’язках, контактні напруження й розмір контактних зон тріщин. 
Введение 
Тонкие пластины, имеющие отверстия, являются широко распространенным элементом кон-
струкций. Поскольку отверстие создает повышенную концентрацию напряжений в пластине, пред-
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ставляет интерес задача о зарождении или развитии трещин, исходящих из его контура [1–14]. В ча-
стности, остановке трещины или контакту ее берегов способствует усиление пластины ребрами же-
сткости [15–19]. В настоящей работе исследуется частичный контакт берегов трещин в стрингерной 
пластине, ослабленной круговым отверстием. При этом полагается, что берега трещин взаимодейст-
вуют. 
Постановка задачи 
Рассматривается бесконечная изотропная тонкая пластина, имеющая круговое отверстие ра-
диуса R. Из контура отверстия исходят две прямолинейные симметричные трещины вдоль оси абс-
цисс (рис. 1). K пластине приклепаны поперечные ребра жесткости в точках 0)12( inyLmz ±+±=  
(m = 0, 1, 2, …; n = 1, 2, …) с постоянным 
шагом по всей длине стрингеров, симмет-
рично относительно поверхности пласти-
ны. Пластина и стрингеры выполнены из 
упругих материалов. 
Полагается, что в зонах трещин, 
примыкающих к вершинам, между бере-
гами происходит взаимодействие, которое 
моделируется связями между берегами 
(силами сцепления). Физическая природа 
связей между берегами (сил сцепления) 
зависит от материала пластины, размеров 
трещин и зон взаимодействия (концевых 
зон). В рассматриваемом случае берега 
трещин частично сомкнулись (рис. 1). 
Размер зон контакта заранее неизвестен. 
Ha бесконечности пластина под-
вержена однородному растяжению вдоль 
стрингеров напряжением 0σ=σ
∞
y . Счита-
ется, что при деформации толщина стрин-
геров неизменяема, а напряженное состояние – одноосное. Стрингеры не подвергаются изгибу и ра-
ботают только на растяжение. Действие стрингеров в расчетной схеме заменяется неизвестными эк-
вивалентными сосредоточенными силами mnP , приложенными в точках соединения ребер с пласти-
ной. 
Принимаются следующие допущения: а) в тонкой пластине реализуется плоское напряженное 
состояние; б) подкрепляющая система стрингеров ферменного типа, их ослабление за счет постанов-
ки точек крепления не учитывается; в) пластина и стрингеры взаимодействуют друг с другом в одной 
плоскости и только в точках крепления; г) точки крепления одинаковы, их радиус (площадка сцепле-
ния) мал по сравнению с их шагом и другими характерными размерами. Действие точки крепления 
моделируем: в стрингере – действием в сплошном ребре сосредоточенной силы, приложенной в точ-
ке, соответствующей центру точки крепления, в пластине – действием сосредоточенной силы.  
Контур кругового отверстия и берега трещин вне концевых зон свободны от внешних усилий. 
В зонах контакта ],[ 21 ll −−  и ],[ 12 ll  будут возникать нормальные напряжения )(xqy =σ . Величина 
контактных напряжений )(xq , также и сил сцепления )(xp  заранее неизвестна и подлежит определе-
нию в процессе решения задачи. 
Граничные условия в рассматриваемой задаче имеют вид 
на контуре отверстия 0=τ−σ θrr i , при Rz = ; (1) 
на берегах трещины 
0=τ−σ xyy i , при y = 0, lxR <≤ , 
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Рис. 1. Расчетная схема задачи 
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)(xpi xyy =τ−σ , при y = 0, 2< lxl ≤ , (2) 
)(xqi xyy =τ−σ , при y = 0, 12 lxl ≤≤ . 
Для перемещений раскрытия трещин имеем условия 
 )())(,()0,()0,( xpxpxCxvxv =− −+ , 2< lxl ≤ , (3) 
0)0,()0,( =− −+ xvxv  12 lxl ≤≤ . 
Здесь ))(,( xpxC  есть эффективная податливость связей, зависящая от их натяжения.  
На основании формул Колосова-Мусхелишвили [20] и граничных условий на контуре отвер-
стия и берегах трещин (1)–(2) задача сводится к определению двух аналитических функций )(zΦ  и 
)(zΨ  из условий 
 [ ] 0)()()()( 2 =τΨ+τΦ′τ−τΦ+τΦ θie , (4) 
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где θ=τ ieR , t – аффикс точек берегов трещин. 
Метод решения задачи 
Решение краевой задачи (4)-(5) ищем в виде 
 )()()()( 210 zzzz Φ+Φ+Φ=Φ ,  )()()()( 210 zzzz Ψ+Ψ+Ψ=Ψ . (6) 
Здесь потенциалы )(0 zΦ  и )(0 zΨ  определяют поле напряжений и деформаций в сплошной 
стрингерной пластине  
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где h – толщина пластины; )1()3( ν+ν−=к ; ν – коэффициент Пуассона материала пластины, штрих 
у знака суммы указывает на то, что при суммировании исключается индекс 0== nm . 
Функции )(1 zΦ  и )(1 zΨ  ищем в виде 
∫
−pi
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где ],[],[ 11 lRRlL +−−= ; [ ])0,()0,(12)( xvxvdxdкxg −+ −+µ= ; µ – модуль сдвига материала пластины.  
Неизвестная функция )(xg  и потенциалы )(2 zΦ  и )(2 zΨ  должны быть определены из крае-
вых условий (4)-(5). Для их определения представим граничное условие (4) в виде 
[ ] =τΨ+τΦ′τ−τΦ+τΦ θie22222 )()()()( [ ])()()()( **2** τΨ+τΦ′τ+τΦ−τΦ− θie , 
где )()()( 10* τΦ+τΦ=τΦ , )()()( 10* τΨ+τΨ=τΨ . 
Для решения определения потенциалов )(2 zΦ  и )(2 zΨ ) воспользуемся решением 
Н. И. Мусхелишвили [20]. В результате имеем 
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В формулах (7) все линейные размеры отнесены к радиусу кругового отверстия R.  
Требуя, чтобы функции (6) удовлетворяли краевому условию (5) на берегах трещин, получим 
сингулярное интегральное уравнение относительно g(x) 
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В полученное сингулярное интегральное уравнение (8) входят неизвестные величины сосре-
доточенных сил mnP  (m=1,2,…; n=1,2,..), сил сцепления )(xp  и контактных напряжений )(xq . 
Согласно закону Гука величина сосредоточенной силы mnP , действующей на каждую точку 
соединения со стороны m-го стрингера 
 mn
S
mn v
ny
FEP ∆=
02
, (m = 0,1,2,…; n = 1,2,..), (9) 
где SE  − модуль Юнга материала стрингера; F − площадь поперечного сечения стрингера; 02ny  − 
расстояние между рассматриваемыми точками крепления; mnv∆  − взаимное смещение рассматривае-
мых точек крепления, равное удлинению соответствующего участка стрингера. 
Полагаем, что взаимное упругое смещение точек )( 0 anyimLz −+=  и )( 0 anyimLz −−=  рав-
но взаимному смещению точек крепления mnv∆ , где а – радиус точки крепления (площадки сцепле-
ния). С помощью комплексных потенциалов (6) и формул Колосова-Мусхелишвили [20] находим 
взаимное смещение mnv∆  указанных точек [7]. 
Таким образом, для определения величин сосредоточенных сил mnP  имеем бесконечную ли-
нейную систему уравнений (9). 
Так как напряжения в пластине ограничены, решение сингулярного интегрального уравнения 
(8) следует искать в классе всюду ограниченных функций. Для построения решения сингулярного 
интегрального уравнения используем метод прямого решения сингулярных уравнений [21, 22]. Пере-
ходя к безразмерным переменным, решение представим в виде 
)(1)( 02 ηη−=η gg , 
где )(0 ηg  – ограниченная функция. 
Использование квадратурных формул [21, 22] позволяет интегральное уравнение (8) свести к 
системе M+1 алгебраических уравнений с М неизвестными )( 10 τg ,…, )(0 mg τ : 
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Так как решение сингулярного интегрального уравнения (8) ищется в классе всюду ограни-
ченных функций, то оно существует при выполнении дополнительного условия (условия разрешимо-
сти краевой задачи) [20]. Выполнение дополнительного условия обеспечивает полученная алгебраи-
ческая система из M+1 уравнений (10), служащая для определения неизвестных )( 10 τg , )( 20 τg ,…, 
)(0 mg τ  и l2 . 
В правую часть системы (10) входят неизвестные значения сил сцепления )( rp η  и контакт-
ных напряжений )( rq η  в узловых точках, принадлежащих соответственно зонам  ),[ 2ll  и ],[ 12 ll . Не-
известные силы сцепления и контактное напряжение, возникающее на берегах трещин, определяется 
из условия (3). Запишем его для производной раскрытия смещений берегов трещин 
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Требуя выполнения условия (11) в узловых точках, содержащихся в зонах ),[ 2ll , получим не-
достающие уравнения для определения приближенных значений сил сцепления )( mp τ  в узловых 
точках 
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Здесь 1,...,2,1 Mm = ; 1M  – число узловых точек в отрезке ),[ 2ll . 
Аналогично, требуя выполнения условия (12) в узловых точках, содержащихся в зонах ],[ 12 ll , 
получим недостающие уравнения для определения приближенных значений контактного напряжения 
)( mq τ  в узловых точках 
 
0)(
2
=τmg , 22 ,...,2,1 Mm = , (14) 
где 2M  число узловых точек в отрезке ],[ 12 ll . 
Алгебраические системы (9), (10), (13), (14) связаны между собой и должны решаться совме-
стно. Решение полученной системы (9), (10), (13), (14) позволяет определить значения искомой функ-
ции g(x) в узловых точках, сил сцепления в связях p(x), контактных напряжений q(x), величину сосре-
доточенных сил mnP , а также размер зон контакта трещин. Из-за неизвестного размера зон контакта 
трещин l2 алгебраическая система (9), (10), (13), (14) оказалась нелинейной. Поэтому полученная сис-
тема решалась методом последовательных приближений следующим образом. При некотором опре-
деленном значении параметра l2 система (9), (13), (14) и (10) без условия разрешимости краевой зада-
чи решалась относительно входящих в нее линейным образом неизвестных 11P ,..., 21NNP , 01g , 02g ,..., 
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Mg0 , 1p , 2p ,..., 1Mp , 1q , 2q ,..., 1Mq . Найденные таким образом значения 11P ,..., 21NNP , 01g , 02g ,..., 
Mg0 , 1p , 2p ,..., 1Mp , 1q , 2q ,..., 1Mq  и выбранное значение l2 подставляются в неиспользованное 
уравнение системы (10) (условия разрешимости). Поскольку эти значения, вообще говоря, не будут 
удовлетворять неиспользованному уравнению системы (10), то, подбирая значения размера зон кон-
такта l2, следует многократно повторять вычисления, пока это уравнение не будет удовлетворяться с 
заданной точностью. 
В проведенных расчетах система уравнений (9), (10), (13), (14) в каждом приближении реша-
лась методом Гаусса с выбором главного элемента для разных значений порядка М (до М = 40). Оп-
ределялись значения контактных напряжений и размера зон контакта берегов трещин в зависимости 
от геометрических и физических параметров 
стрингерной пластины при ;3,0=ν  
01,0=La ; 25,00 =Ly ; МПa101,7 4⋅=E  
(сплав В95); МПа105,11 4⋅=SE  (композит Al-
сталь); 101 =hyF . Результаты расчетов пред-
ставлены на рис. 2. Число стрингеров и точек 
крепления принималось равным 14. При рас-
четах были использованы безразмерные ко-
ординаты 
21
21 )(2
ll
llx
x
−
+−
=′ . Кривая 1 соответ-
ствует безразмерной длине трещин 
75,01 ==∗ Lll ; кривая 2 – 50,0=∗l . 
Выводы 
Анализ модели частичного закрытия трещин со связями между берегами, исходящих из кон-
тура кругового отверстия, в бесконечной изотропной тонкой пластине сводится к параметрическому 
совместному исследованию сингулярного уравнения (8) и бесконечной алгебраической системы (9), 
(13), (14) при различных геометрических и физических параметров усиленной пластины, законах де-
формирования связей и размерах концевых зон трещин. Непосредственно из решения полученных 
алгебраических систем определяются контактные напряжения, усилия в связях, размеры зон взаимо-
действия берегов трещин и их контакта. Полученные соотношения позволяют решать обратную зада-
чу, т.е. определить характеристики и напряженное состояние стрингерной пластины с круговым от-
верстием, при которых достигается заданная область контакта берегов трещин. 
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Рис. 2. Распределение контактных напряжений 
вдоль зоны контакта трещин 
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